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Prezentare generală
Modelarea matematică şi simulările asistate de calculator au de‑

venit o parte uzuală a cercetării ştiinţifice pentru studiul unei multi‑
tudini de sisteme naturale din fizică, astrofizică, biologie, biochimie, 
medicină, economie, psihologie, ştiinţe sociale, etc.

Aceste instrumente ştiinţifice permit studiul direcţiilor de evolu‑
ţie ale sistemelor în diferite condiţii iniţiale şi de mediu, reducând cos‑
turile experimentelor de laborator sau al altor tehnologii de investi‑
gare. Totodată ele permit estimarea performanţelor în cazul sistemelor 
complexe, pentru care soluţiile analitice sunt imposibil de obţinut. [1]

1 Dr. ing., membru al Diviziei de Istoria ştiinței a CRIFST al Academiei Române.

ABSTRACT: The beginning of mathematical modeling in science may be placed in time around the year 1620, when
Gunter has invented the firs analogical computing device, a forerunner of slide rule. Today, mathematical modeling,
scientific computing and computer assisted simulations have become usual tools in scientific research, in the study of
a multitude of natural systems in physics, astrophysics, biology, biochemistry, medicine, economics, psychology, and
social sciences . These scientific tools allow the study of systems evolution for different initial and environmental
conditions, decreasing the costs for laboratory experiments and other investigation technologies. At the same time,
these models permit performance estimations in the case of complex systems, for which the analitic solutions are
impossible to be obtained.
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Prin însăşi natura sa, din cele mai vechi timpuri ştiinţa s‑a folosit 
de modele. Metodologia cercetării ştiinţifice implică parcurgerea ur‑
matorilor paşi: 

1. Observarea proceselor şi studierea lor prin experimente
2. Colecţionarea şi sistematizarea informaţiilor culese
3. Elaborarea de ipoteze
4. Construirea modelelor
5. Testarea ipotezelor pe baza modelelor construite
6. Confirmarea sau infirmarea ipotezelor
7. Ajustarea modelelor
8. Validarea modelelor
9. Aducerea rezultatelor la cunoştinţa comunităţii ştiinţifice
10. Modificarea, dezvoltarea sau invalidarea modelelor în funcţie 

de rezultatul testelor şi opiniile cercetătorilor în domeniu
Modelele, ca instrumente ale cercetării ştiinţifice folosite în toate 

domeniile ştiinţei din cele mai vechi timpuri, pot fi clasificate în: 
1. Modele verbal‑descriptive‑ folosite în toate disciplinele stiinţi‑

fice, cu precadere în cele nematematizate, 
2. Modele grafice
3.Modele fizice analogice (de tipul machetelor statice sau dina‑

mice), 
4. Modelele matematice liniare şi neliniare
5. Modele cinetice
6. Modelele de simulare
7. Modelele sistemice
8. Modele specifice cercetarii operaţionale
Elaborarea unui model necesită parcurgerea urmatoarelor etape: 
1. Alegerea structurii sau fenomenului pentru care se elaborează 

modelul;
2. Stabilirea elementelor de bază pentru model (descrierea inter‑

acţiilor dinamice între subsistemele componente, specificarea şi de‑
scrierea variabilelor şi a parametrilor care îl caracterizează, realizarea 
de simplificări în scrierea ecuaţiilor matematice, declararea ipotezelor 
de elaborare şi estimarea validităţii lor);

3. Descrierea matematică/sistemică/fizică, etc a modelului;
4. Identificarea parametrilor sistemului prin comparaţie cu datele 

experimentale;
5. Validarea modelului prin echivalenţa datelor provenite din sis‑

temul real cu cele generate de model;
6. Compararea modelului cu modele anterioare şi elaborarea de 

sugestii pentru modificări şi experimente ulterioare. [2]
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Fig. 1 – Algoritmul elaborării unui model în ştiinţă

Repere istorice privind utilizarea modelelor şi a 
simulărilor asistate de calculator în ştiinţă
Începutul modelării în ştiinţe îl putem plasa în anii 1620, când 

Gunter a inventat primul dispozitiv analogic de calcul, un predecesor 
al riglei de calcul.

În lucrarea sa Principia, Newton a fost primul care a găsit solu‑
ţii aproximative la ecuaţiile diferenţiale prin procedee numerice. Ge‑
neraţiile următoare de savanţi au utilizat metoda lui Newton în me‑
canica astrală, pentru a modela şi aproxima traiectoriile planetelor. 
Unul dintre cele mai renumite procese de calcul numeric şi modelare 
rămas în istorie din ştiinţa timpurie, îl constituie cel din anul 1748, 
realizat de Clairot, Lalande şi Lepaute, având ca obiectiv determina‑
rea la traiectoriei cometei Haley. Despre calculul acestei traiectorii 
Lalande scria «timp de 6 luni am calculat de dimineaţa până seara, 
uneori chiar şi în timpul mesei…». Rezultatul calculelor a reprezen‑
tat o estimare a traiectoriei şi duratei de deplasare a planetei, estimare 
care a dovedit a avea o diferenţă de doar 31 de zile faţă de realitate, re‑
spectiv 13 aprilie 1749. Urmatoarea revenire a cometei Haley din anul 
1853 s‑a dovedit a avea o eroare de predicţie de numai 5 zile, iar pre‑
dicţia din anul 1910 a avut o eroare de numai 2,7 zile.

Anul 1918 va reprezenta de asemenea un moment important în 
istoria modelării ştiinţifice. Forest Ray Moulton (1872–1952), profe‑
sor de astronomie la universitatea din Chicago, a realizat în perioada 
aprilie – iunie 1918 o lucrare amplă de modelare a traiectoriilor pro‑
iectilelor, lucrare folosită ca bază de pornire pentru elaborarea tabe‑
lelor balistice pentru armata americană. Cercerarea s‑a concretizat 
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ulterior într‑un volum intitulat „Noi metode în balistica exterioară”, 
şi publicat în anul 1926. Lucrarea descrie în amănunt metode pentru 
modelarea şi estimarea traiectoriilor proiectilelor şi elaborarea tabele‑
lor balistice, inclusiv a tabelelor destinate apararii antiaeriene.

O altă modelare remarcabilă rămasă în istoria ştiinţei a fost cea a 
matematicianului norvegian Carl Stormer care, împreună cu echipa 
sa de cercetători a calculat orbitele a numerosi electroni aflaţi în câm‑
pul magnetic al pămantului. Cercetarea, întinsă pe mai mulţi ani, 
avea ca scop confirmarea teoriei sale privind aurora boreală. În pe‑
rioada 1926–1955 au fost calculate 120 de orbite, necesitând 4500 de 
ore de muncă. [3]

Dezvoltarea tehnicii de calcul şi dezvoltarea de sisteme software 
din ce în ce mai sofisticate, au permis noi abordări în domeniile clasice 
ale ştiinţei (astronomie, fizică, economie, ştiinţe sociale), precum şi în 
domenii interdisciplinare precum bioinginerie, biofizică, biochimie, 
bioinformatică, inginerie biomedicală. Astfel asistăm la construirea şi 
utilizarea tot mai frecventă în activitatea de cercetare a pachetelor de 
programe pentru modelarea şi simularea diverselor tipuri de procese, 
precum şi la apariţia unei game din ce în ce mai variate de modele [4].

Modelele matematice construite şi simulate cu ajutorul calcula‑
toarelor sunt utilizate pentru explicitarea şi studiul comportamentu‑
lui proceselor evitând experimentele, uneori extrem de laborioase şi 
costisitoare. [5]

Un domeniu important în care şi‑a găsit aplicarea modelarea şti‑
intifică a fost funcţionarea inimii. O cauză importantă a deceselor în 
urma disfuncţionalităţilor cardiace o constituie fenomenul fibrilaţiei 
ventriculare, în care funcţionarea inimii coordonată corect este înlo‑
cuită de oscilaţii locale ineficiente ale ventriculelor. Modelarea mate‑
matică a aratat de ce se produce acest fenomen.

Figura proeminentă în această direcţie a cercetării teoretice o re‑
prezintă Arthur Winfree care, în anul 1989, a primit premiul Eintho‑
ven pentru contribuţiile sale la studiul şi modelarea activităţii cardi‑
ace. Au fost utilizaţi algoritmi puternici de calcul şi au fost aplicate 
modele de simulare specifice pentru studiul fluxului sanguin în 
inima. Multe realizări experimentale ulterioare au fost sugerate de 
modelare. Chiar în cazul utilizării modelelor simple bidimensionale, 
progresul a fost suficient pentru a determina un început semnificativ 
în proiecterea valvelor cardiace artificiale. În prezent sunt în dezvol‑
tare modele tridimensionale, de complexitate ridicată.

Modelarea are de asemenea un impact enorm în neuroşti‑
inţe. Modelul Hodgkin‑Huxley pentru descrierea curenţilor ionici 
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membranari a fost extins şi aplicat la un mare număr de membrane 
neuronale pentru diverse categorii de neuroni. Rolul dendritelor în 
determinarea caracteristicilor de intrare‑ieşire ale neuronilor nu a 
fost înţeles înaintea descoperirii teoriei cablurilor a lui Rall. Începând 
cu anii 70, au fost dezvoltate modele matematice cantitative şi calita‑
tive ale reţelelor neuronale. În plus, lucrările lui Fitzhugh au demon‑
strat valoarea modelelor neliniare simplificate şi a analizei matema‑
tice calitative.

Altă contribuţie majoră a modelării matematice în fiziologie o 
constituie teoria dinamicii cross‑bridge, aplicată în studiul muşchi‑
lor striaţi. Introdusă de A.F. Huxley în 1957 şi dezvoltată de T.E. Hill, 
Podolsky, Lacker şi alţii, această teorie a oferit nu numai o expli‑
care satisfăcătoare a comportamentului mecanic al muşchiului, dar 
a fost folosită de asemenea pentru furnizarea principiilor de organi‑
zare pentru cercetările biochimice asupra fundamentului energetic şi 
a mecanismelor implicate în controlul contracţiilor musculare.

Sfârşitul anilor 50 va aduce un nou concept, «modelul neuronu‑
lui artificial – Perceptronul», cu implicaţii deosebite in dezvoltarea ul‑
terioară a inteligenţei artificale. Perceptronul este un model de celulă 
nervoasă artificială elaborat de Frank Rosenblatt în anul 1957, în ca‑
drul Laboratotului Aeronautic al Universităţii Cornell. Este caracte‑
rizat prin mai multe intrări, după modelul dendritelor neuronale, o 
ieşire – corespunzătoare axonului –, şi o funcţie de transfer ce carac‑
terizează neuronul artificial. Fiecare intrare este caracterizată printr‑o 
anumită pondere. Structura este specifică sistemelor de inteligenţă ar‑
tificială, cu capacitatea de autoinstruire prin algoritmi specifici de în‑
văţare, procesul de instruire determinând modificarea valorilor pon‑
derilor intrărilor.

Percepronul multistrat, dezvoltat în anul 1986, este alcătuit din 
mai multe straturi de neuroni artificiali interconectaţi. Structurile pe 
bază de perceptron multistrat folosesc algoritimi de invatare prin me‑
toda „back propagation” şi se utilizează în sistemele inteligente de re‑
cunoaştere a imaginilor. [5]

Axiomatica modelării matematice în bioştiinţe
Deosebirea fundamentală în privinta abordării problemati‑

cii între biologia clasică, experimentală, şi „biologia matematică” o 
constituie modul de descriere al fenomenelor pentru diferite nive‑
luri de organizare, precum şi modul în care trebuie selectate şi inte‑
grate procesele studiate la scară mică (celular, subcelular) în cadrul 
fenomenelor de la un nivel superior pentru a păstra întregul înţeles 
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biofiziologic. Un exemplu elocvent în acest sens: în cazul reţelelelor 
neurale se folosesc aşa‑numiţii „neuroni ideali”, structuri puternic 
simplificate, care ignoră foarte mult din ceea ce se cunoaşte în dome‑
niul biologiei şi fiziologiei celulare.

Utilizarea modelelor matematice în cadrul bioştiinţelor prezintă 
o multitudine de avantaje. Cu ajutorul modelelor pot fi cercetate o se‑
rie de mecanisme biologice şi fiziologice, în domenii de complexitate 
extrem de ridicată, unde transformările elementare sunt foarte puţin 
cunoscute. Totodată, modelele pot fi folosite pentru predictarea de fe‑
nomene noi, testabile, putând evidenţia deficienţe ale cunoştinţelor 
curente şi putând sugera totodată noi experimente sau direcţii de cer‑
cetare, subliniind în acelaşi timp interdisciplinaritatea necesară ela‑
borării lor. Modelele matematice au constituit, după cum menţionam 
mai înainte, punctul de plecare pentru ipoteze şi cercetări biologice 
şi fiziologice, un exemplu în acest sens fiind reprezentat de modelul 
Hodgkin‑Huxley, ce porneşte de la ipoteza generării curenţilor ma‑
croscopici de către o serie de „pori” moleculari, ceea ce a dus la des‑
coperirea ulterioară a canalelor ionice membranare şi a mecanismelor 
ce stau la baza funcţionării acestora.

Sistemele biologice sunt sisteme continue, caracterizate printr‑un 
grad ridicat de complexitate şi ierarhizare. De aceea, în construirea 
modelelor matematice care descriu evoluţia unui sistem biologic tre‑
buie avute în vedere câteva elemente, cum ar fi specificitatea sistemu‑
lui studiat şi caracterul discret al măsurătorilor în contextul unui sis‑
tem care evoluează continuu precum şi reuniunea unor proprietăţi ale 
modelului obţinut: coerenţa raţională, unicitate, capacitate de predic‑
ţie. Având în vedere că un model matematic reprezintă în esenţă for‑
malizarea, cu ajutorul diferitelor categorii de ecuaţii matematice, a 
transformărilor intervenite între diferitele subsisteme ale unui sistem 
biologic, Pierre Delattre propunea în anii 1971 următorul formalism 
pentru un sistem de transformări: [6]

Axioma 1: 
Obiectele studiate sunt împarţite în clase de echivalenţă funcţi‑

onală. Clasele E1, E2, …, En, numărul de elemente din clase la mo‑
mentul t fiind N1, N2, …, Nn. Fiecare clasa corespunde unei stări 
funcţionale distincte.

Axioma 2: 
Între două clase oarecare, Ej şi Ek, posibilitatea de transformare 

poate fi: 
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1. inexistentă
2. cu sens unic
3. cu dublu sens
Axiomele 1 şi 2 definesc structura topologică, calitativă a modu‑

lui de descriere adoptat.

Axioma 3: 
Pentru o transformare Ej → Ek, provocată de un câmp de intensi‑

tate φ

Fkj = pj * φ * Nj

unde: pj = probabilitate elementară, reprezintă un factor de proporţio‑
nalitate dependent de clasele considerate.

Axioma 4: 
Pentru o transformare spontană, Ej → Ek, 

Fkj = nkj * Nj

unde: nkj = factor de proporţionalitate

Axioma 5: 
Pentru o transformare care implică aj elemente de la clasa Ej, 

aj+1 elemente de la clasa Ej + 1, …, aj + p elemente de la clasa Ej + p, F 
trebuie sa fie determinată în funcţie de clasele de început şi de sfârşit 
ale transformării: 

F = k * Nj
aj * Nj+1

aj+1 * … * Nj+p
aj+p

unde: k = factor de proporţionalitate

Axioma 6: 
O transformare Ej → Ek poate, într‑o manieră generală, să sus‑

tragă akj elemente din clasa Ej şi să adauge bkj elemente în clasa Ek, 
unde a, b > 1.

Această axiomă permite descrierea unor fenomene cum ar fi: 
1. disociaţia, 
2. polimerizarea, 
3. depolimerizarea, 
4. multiplicarea, 
5. reproducerea, etc.



326 CRISTINA‑MARIA DABU

Axioma 7: 
Anumite restricţii, în particular de natură geometrică, pot im‑

pune între anumite clase respectarea unor relaţii de tipul: 

ξ (Nj, Nk, …) = 0

Când există restricţii (ξ), ele antrenează o reducere a dimensiunii 
ecuaţiilor ce descriu evoluţia sistemului şi, implicit, reducerea numă‑
rului de variabile.

Această axiomă se referă la faptul că, din raţiuni geometrice, ele‑
mentele anumitor clase pot fi supuse la restricţii care impun respecta‑
rea între ele a anumitor relaţii.

Exemplu: clase cum ar fi volumul şi suprafaţa unui anumit do‑
meniu din spaţiu – numărul elementelor situate în clasa de suprafaţă 
poate fi determinat în fiecare moment de numărul de elemente din 
clasa de volum.

Ecuaţiile care descriu comportamentul temporar al sistemului de 
transformări se obţin făcând pentru clasa respectivă bilanţul între in‑
trări şi ieşiri: 

dNj/dt = –Sj + Qj + Ej, j = 1, …, n

unde: n = numărul de clase al sistemului; Sj = ieşirile elementelor din 
clasa Ej în funcţie de conţinutul celorlalte clase din sistem: 

Sj = ξ akj * Fkj + aej * Fej
k

unde: Fkj = ieşirile clasei Ej către alte clase Ek ale sistemului; Fej = ieşi‑
rile clasei Ej către exteriorul sistemului.

Qj = intrările de elemente Ej dependente de cel putin o clasă din 
sistem: 

Qj = ξ bjk * Fjk + [Fje]

unde: Fjk = intrările în clasa Ej provenind din alte clase Ek; Fje = intrările 
elementelor din clasa Ej, provenind din exteriorul sistemului, depin‑
zând însă de conţinutul cel putin al unei clase a sistemului; Ej = intră‑
rile în clasa Ej provenind din exteriorul sistemului.

Analizând din punct de vedere axiomatic ecuaţiile ce descriu sis‑
temul, se poate constata că, în cazul în care în descrierea anumitor 
transformări se regăseşte axioma 5, sistemul studiat va avea un carac‑
ter neliniar, în timp ce, în cazul în care se constată că toate relaţiile ce 
descriu sistemul îndeplinesc numai axiomele 3 şi 4, atunci sistemul 
este liniar.
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Metode utilizate în modelarea matematică a biosistemelor
În general, cercetătorul descrie un fenomen cu ajutorul a trei ti‑

puri de parametri: 
1. Parametrii Xi, cărora li se pot doar măsura valorile xi, fără a 

putea fi controlaţi.
2. Parametrii Uj, care pot fi măsuraţi, şi cărora li se pot fixa apri‑

ori valorile uj, 
3. Parametrii temporali Tk.
Prin experimente repetate, se obţine o statistică de valori diferite 

pentru (Xi, Uj, Tk). Presupunând că între aceste valori se pot stabili 
relaţii de tipul

Fl (x1, …, xn, u1, …, up, t1, …, tq) = 0

în cazul în care numărul acestor funcţionale este suficient, ele permit 
predictarea manierei în care vor varia aceşti parametrii unii în funcţie 
de ceilalţi. Funcţionalele fl poartă numele de legi.

Modelele continue uzuale se construiesc stabilind ecuaţiile de 
echilibru şi de transfer de masa şi energie dintre subsistemele siste‑
mului şi prin descrierea matematică a relaţiilor între forţele care ac‑
ţionează asupra sistemului considerat şi diferiţi parametrii care le 
situează în spaţiu şi timp şi le caracterizează. Pentru reprezentarea 
modelelor în general se utilizează funcţii polinomiale, funcţii pluriex‑
ponenţiale, sisteme de ecuaţii diferenţiale, modele probabilistice, etc.

Fenomenele studiate în biologie se caracterizează printr‑un grad 
ridicat de stabilitate, proprietate ce uşurează cercetarea, fiind necesar 
ca modelul să prezinte aceleaşi particularităţi de rezistenţă la pertur‑
baţii, aşa cum prezintă sistemul biologic real. Dintre toate clasele de 
modele, cele mai apte de a reprezenta un fenomen ce caracterizează 
viul sunt modelele diferenţiale. [5]

În funcţie de modul în care se exprimă legile de evoluţie ce ca‑
racterizează un biosistem deosebim: 

Modele diferenţiale: 
1. Modele definite prin ecuaţii diferenţiale autonome;
2. Modele definite prin ecuaţii diferenţiale neautonome;
3. Modele definite prin ecuaţii diferenţiale cu restricţii;
4. Modele definite prin ecuaţii diferenţiale cu întârziere (timpi 

morţi);
5. Modele integrodiferenţiale, care includ efecte de întârziere;
6. Modele definite de ecuaţii cu derivate parţiale;
7. Modele combinate, conţinând toate tipurile de ecuaţii prezen‑

tate anterior;
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8. Formalismul transformărilor punctuale;
9. Modele utilizând teoria automatelor;
10. Modele descrise prin limbaje universale de modelare (Matlab, 

Simulink);
11. Modele descrise prin limbaje de modelare specifice bioinfor‑

maticii. [5]

Condiţii necesare pentru stabilirea unui model
1. Înţelegerea amănunţită a comportamentului sistemului studiat, 

pe baza observaţiilor şi a datelor experimentale.
2. Cunoaşterea profundă a proprietaţilor diferitelor ecuaţii ce pot 

constitui modelul.
3. Problema trebuie formulată corect în sens Hadamarad, respec‑

tiv să verifice urmatoarele restricţii: 
 – Soluţia trebuie să existe
 – Soluţia trebuie să fie unică
 – Soluţia trebuie să fie continuă în raport cu restricţiile 

condiţiilor la limită, sau în raport cu condiţiile iniţiale.
În plus, este evident faptul ca pentru o ecuaţie sau un sistem de 

ecuaţii ce modelează un sistem biologic, soluţia trebuie sa fie stabilă, 
adică să ramână aceiaşi din punct de vedere calitativ, în cazul unor 
variaţii relativ mici ale parametrilor care intervin în structura ecua‑
ţiei, sau a sistemului de ecuaţii, sau în cazul unor uşoare modificări 
ale structurii modelului (adăugarea sau eliminarea unor termeni li‑
niari sau neliniari, modificarea ordinului ecuaţiilor, introducerea sau 
eliminarea unor termeni de întârziere în domeniul timpului, intro‑
ducerea factorilor de zgomot, etc). Altfel spus, modelul trebuie să fie 
„grosier” în sens Andronov‑Pontrjagin, sau stabil din punct de vedere 
structural.

Modificări minore ale parametrilor sau structurii modelului pot 
conduce la efecte importante respectiv la obţinerea aşa numitelor so‑
lutii de bifurcaţie, respectiv soluţii situate la graniţa între două com‑
portamente calitativ diferite. Deoarece nu corespund unui compor‑
tament observabil, datorită instabilitaţii lor structurale, aceste soluţii 
prezintă o importanţă deosebită din punct de vedere practic. Ele per‑
mit definirea, în spaţiul parametrilor sistemului considerat sau în 
spaţiul funcţional, a domeniilor sau subspaţiilor în interiorul cărora 
sistemul prezintă un comportament bine determinat din punct de ve‑
dere calitativ, precum şi condiţiile de modificare a respectivului com‑
portament calitativ. [2]
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Concluzii: 
Utilizarea modelelor matematice în cadrul ştiinţelor îşi are înce‑

puturile în secolul al XVII‑lea şi s‑a intensificat pe măsura dezvoltării 
tehnicii de calcul şi a tehnologiilor de măsurare şi investigare. Cu aju‑
torul modelelor pot fi cercetate o serie de mecanisme şi fenomene în 
domenii de complexitate extrem de ridicată, unde transformările ele‑
mentare sunt foarte puţin cunoscute. Totodată, ele pot fi folosite pen‑
tru predictarea de fenomene noi, testabile, putand evidenţia defici‑
enţe ale cunoştinţelor curente şi sugera noi experimente sau direcţii 
de cercetare.
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