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ABSTRACT:

Some theoretical dynamic system models of the evolution of "populations" are considered, and by
analysing them the paper offers the concrete form of equations, a standard and concise form of notations, and a
proper terminology and symbolism facilitating the analysis, numerical simulation and some qualitative
interpretations or model extensions. Numerical simulations based on the presented models were performed in
the MathCAD software environment. Beyond some mathematical observations, the conclusion is that reality is
always more complex than the models.
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1. Introducere

Sunt analizate unele modele abstracte de sistem dinamic privind evolutia “populatiilor”.
Sunt considerate cateva modele devenite clasice, iar lucrarea ofera in analiza acestor modele forma
concretd a ecuatiilor, notatiile Intr-o forma standard si concisd si o terminologie §i o simbolistica
adecvate care faciliteaza simularea numerica si unele interpretari calitative sau extinderi de model.
Simulari numerice bazate pe modelele prezentate au fost efectuate in mediul software MathCAD.

De-a lungul istoriei, stiinta a incercat sd studieze cu ajutorul unor modele fizico-matematice
legitati din domeniul biologiei. Premergitoare’ au fost preocupdrile de biomecanicd ale lui
Leonardo da Vinci (1452 - 1519, pictor, sculptor, arhitect si om de stiinta italian) si ale lui René
Descartes (1596 - 1650, filosof si matematician francez). Giovanni Alfonso Borelli (1608 - 1679,
fiziolog, fizician, matematician s§i astronom renascentist italian) este considerat Intemeietorul
biomecanicii. De asemenea este de mentionat modelul hidrodinamic pentru circulatia sangelui al
lui Leonhard Euler (1707 - 1783, matematician si fizician elvetian).

"Ing. s.1. Universitatea Politehnica Bucuresti.
? Georgeta Nenciu, Biomecanicd, Curs in tehnologia IFR, Bucuresti, Editura Fundatiei Romania de Maine, 2012.
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Biologia populatiei este un domeniu interdisciplinar care se bazeaza pe modele matematice
si studiaza intre altele si interactiunile dintre populatiile diferitelor specii sau ale acestora cu mediul
inconjurator. Totalitatea indivizilor care apartin aceleiasi specii, ocupand acelasi areal care pot fi,
uneori, izolati din punct de vedere reproductiv fata de alti indivizi din aceeasi specie este in prezent
consideratd ca formeaza o populatie; ea este integrata Intr-o biocenoza (comunitate de populatii).
Fara a urmari o analizd comparativa a modelelor, evidentiem faptul ca incadrarea matematica in
conceptele teoriei sistemelor dinamice poate sa faca inteligibild dinamica unor populatii din
biologie atat sub aspect cantitativ dar mai ales calitativ.

“Legi de mortalitate si natalitate, datorate unor matematicieni din sec. al XVIII-lea ca
A. de Moivre si L. Euler, sunt recunoscute azi ca prefigurand teoria populatiei stabile p, asa cum a

fost formulata de A. J. Lotka; se poate remarca la inceputul sec. al XIX-lea legea lui B. Gompertz
privind mortalitatea.”. Incercand o reprezentare analitic pentru o functie de mortalitate, s-a plecat
de la ideea cad uzura progresiva a fiintei umane se exprimd la modul diferential prin ritmul
(=dp)/p, interpretat ca o probabilitate instantanee.

S-a pornit de la modele simple care initial nu luau in considerare factori aleatori (dezastre
naturale, mutatia genetici etc) sau care considerau doar prezenta unei specii. Inceputul
preocupdrilor de a gési legi de crestere a populatiei poate fi considerata lucrarea Eseu asupra
principiului populatiei (1798) al lui Malthus®. Dinamica populatiilor’ este un subiect care extinde
teoria evolutiei a lui Darwin si sistemul ereditar al lui Mendel. A devenit crucial pentru multe
domenii curente ale stiingei. Ca repere istorice pot fi mentionate:

» Modelul de crestere exponentiala a populatiei al lui Thomas Robert Malthus (1766 - 1834,
teoretician economist englez) fondatorul teoriei care ii poartd numele, conform careia populatia
creste in progresie geometricd, in timp ce mijloacele de subzistentd cresc in progresie aritmeticd.
Ca o consecinta a acestei relatii dintre populatie si starea economicad, Malthus considera ca saracia,
bolile, epidemiile si razboaiele sunt factori pozitivi pentru omenire, dat fiind ca asigura echilibrul
intre numarul populatiei i cantitatea mijloacelor de subzistenta.

» Probabilitati si statistica matematica aplicate pentru legitatile biologice de catre Johann Gregor
Mendel (1822 - 1884, calugar si cercetator stiintific austriac); cunoscut ca fondator al geneticii, a
studiat genetica populatiilor de plante si anumite legi bioenergetice.

» Modelul logistic de crestere a populatiei al lui Pierre-Francois Verhulst (1804 - 1849,
matematician §i medic belgian) elaborat in 1837 si care a formulat, pentru prima datd, curba
logistica. Aceasta curba a fost redescoperitd de demografii americani Raymond Pearl si Lowell
Reed in 1920.°

» Modelul cu ereditate al lui Vito Volterra (1860 - 1940, matematician si fizician italian) care a
avut contributii in teoria ecuatiilor integrale si in biologia matematica.

» Modelul cu doua specii (prada si pradator) propus in 1925 de catre Alfred James Lotka
(1880 - 1949, matematician, chimist (chimie fizica) $i statistician american) si Vito Volterra.

» Mecanica sociala a lui Spiru Haret (1851 - 1912, matematician, astronom si pedagog roman) in
care pentru dinamica sociala sunt aplicate a) principiul inertiei; b) principiul migcarilor relative; c)
principiul egalitatii actiunii si reactiunii, iar starea de echilibru a unui sistem de forte sociale nu

? Vladimir Trebici, Micd enciclopedie de demografie, Bucuresti, Editura Stiintifica si Enciclopedica, 1975, p 305.

* Thomas Malthus, An Essay on the Principle of Population, London, Printed for J. Johnson, in St. Paul’s Church-Yard,
1798.

> WEB, Population dynamics, https://en.wikipedia.org/wiki/Population_dynamics.

6 Pearl, Raymond & Lowell J. Reed, On the Mathematical Theory of Population Growth, Ferrara, Taddei, 1923
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implicd starea de repaus social’. Abordarea fizicd si matematica i-a permis lui Spiru Haret sa
formuleze principii de epistemologie a fenomenelor sociale®.

Modelele matematice cu destinatia pentru biologie sunt in fapt utilizate in domenii
interdisciplinare cun sunt biofizicad, biochimie, biomecanica, biodinamica, bioeconomie,
biodiversitate, bioeticd, biotehnologie, bioenergetica, biogeneza, biostatisticd, bioinformatica,
bionic, bioinginerie. Incadrate generic in biomatematicd, aceste modele se bazeaza in linii mari pe
ramuri ale matematicii aplicate: ecuatii diferentiale, ecuatii cu derivate partiale, ecuatii integro-
diferentiale, probabilitati si procese stocastice, oscilatii neliniare, sisteme dinamice etc.

Este necesard o matematica discretd sau continud ? Populatia p este o functie de timp;

practic ea are valori discrete, iar observatia se face n timp t discret; in biometrie timpul este
identificat chiar cu varsta in ani si in mod obisnuit populatia este consideratd aceeasi pentru toate
valorile cuprinse intre t si t+1, t fiind un numar intreg, ceea ce inseamna ca functiile sunt
prezentate ca discontinue, in scard. Rafiuni practice pledeaza pentru folosirea unor functii
discontinue de acest fel: teoretic insd, nu este justificatd o asemenea considerare’. De aceea, este
necesard utilizarea unor functii avand continuitate cel putin pana la prima derivata; este in fapt
intotdeauna posibild o aproximare (interpolare !) prin functii netede pana la o derivata de ordin
superior dar aceasta este doar o operatiune matematica care poate estompa realitatea.

2. Sisteme dinamice

Teoria sistemelor dinamice este o teorie matematica care isi are originea in mecanica
newtoniand si, cu maximum de generalitate, in formalismul Hamilton-Lagrange aplicabil si la
fenomene nemecanice. ,,Faptul ca un anumit sistem dinamic determinist poate fi avea solutii stabile
sau haotice nu implica in mod necesar ca fenomenul pe care se pretinde ca il descrie se comporta
in mod similar, ceea ce depinde de calitatea modelului matematic”'®. Conceptul de sistem dinamic
este util si in studiul dinamicii populatiilor.''

Teoria sistemelor dinamice (avand originile in lucrarile lui Newton si Poincaré) este bine
conturata azi ca disciplinélz. Costructia cu adevarat stiintifica a descrierii naturii a debutat in istorie
cu studiul celei mai simple forme de miscare (compatibila cu observatiile la scard umana privind
echilibrul si miscarea corpurilor) miscarea mecanica. ldeea filosofica de dinamica (precedata de

ideile de statica prin pozitia T $i cinematicd prin viteza ?) a fost fundamentata de Isaac Newton in
lucrarea sa Principiile matematice ale filozofiei naturale'. La bazi stau conceptele de timp
(unidimensional ! - 1D) si spatiu (tridimensional ! - 3D, cu idealizarile sale proiective 2D si 1D).
Conceptul de forta F este definit calitativ si cantitativ nu ca mirime primitivé, iar ceea ce numim in
mod curent principiul al doilea al mecanicii F=dp/dt=m-T (in care implicim cantitatea de

miscare p=m-1 deci acceleratia 1) este doar o aproximare a unei bune definitii si in care trebuia
dintru inceput sa ne punem problema dacd masa inerfiala m (marime primitiva) este sau nu

! Spiru Haret, Mecanica sociala, Bucuresti, Editura Stiintifica, 1969, Editura Gramar, Colectia Sinteze, Documente,
Eseuri, 2001.

¥ Ana Bazac, ,Spiru Haret - Mecanica sociald: semnificatii epistemologice”, DIS/Studii si comunicari, 2012,
http://studii.crifst.ro/doc/2012/2012_4 02.pdf

? Vladimir Trebici, Micd enciclopedie de demografie, p 207.

1 Philip Holmes, A4 Short History of Dynamical Systems Theory. 1885-2007, Encyclopedia Of Life Support Systems
(EOLSS).

" Nicolas Bacaér, A Short History of Mathematical Population Dynamics, London, Springer-Verlag, 2011.

12 Radu P. Voinea si Ton V. Stroe, Introducere in teoria sistemelor dinamice, Bucuresti, Editura Academiei Romane,
2000.

" Isaac Newton, Principiile matematice ale filozofiei naturale, Bucuresti, Editura Academiei RPR, 1956.
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constanta in timp; astfel am fi descoperit mult mai devreme “feoria relativitatii”. Oricum descrierea
experimentald a altor forme de existenta ale materiei (camp electric, camp magnetic, camp
gravitational etc) se realizeaza prin interactiunea cu “corpuri de proba” deci cu referire la mecanica.

Caracterul temporal al analizei impune extinderea conceptului de reper spatial la acela de
reper temporal-spatial care include si un mecanism de ceas (cronometru!). Dar si conceptul de
miscare a trebuit sa fie generalizat, evitand astfel ceea ce s-a numit conceptia “mecanicista”.

Cum, in domeniul mecanicii, corpurile pot avea in spatiul 3D doua tipuri de miscare,
fundamental diferite, translatii si rotatii, interactiunile cu corpurile au fost denumite pondero-
motoare. Rotatiile pot genera miscari periodice (cum este si miscarea planetelor); pe aceste rotatii ar
trebui sa gandim cronometrul.

Din punct de vedere filosofic, principiul cauzalitatii este esential. Cand un fenomen ne
apare ca fiind cauza altuia noi il privim ca fiind anterior. Acesta este motivul pentru care noi
definim timpul (Poincaré). Importanta este Insa precizarea ca doud evenimente sunt simultane daca
nu se pot influenta cauzal (Einstein). Cauzalitatea induce, deci, o relatie de ordonare temporala.

Scopul principal urmadrit de teoria sistemelor dinamice este de a intelege si
(pre- sau ante-) viziona comportamentul pe termen lung al starilor unui sistem (a carui evolutie
respectd deci principiul cauzalitdtii !) pe baza unui model de sistem dinamic. Daca in conditiile
ireversibilitatii timpului ne limitdm doar la previziunea evolutiei (obiectiv inclus in ingineria
proiectdrii sistemului !) vom avea doar un model de sistem semi-dinamic.

Cu includerea unor factori aleatori, studiul sistemelor dinamice era deja conectat la
problematica deosebit de importantd a fiabilitatii, dar studiul matematic aprofundat pe sisteme
deterministe a evidentiat, chiar pentru sisteme foarte simple, comportamentul complex de tip haotic
determinist care face imposibild previziunea pe termen lung. In sisteme cu timp continuu acest
comportament poate apare doar incepand cu cele 3D, dar in sisteme cu timp discret el poate apare
chiar si in cazul 1D.

Acesta este contextul in care s-a reactivat (pentru definitiv !) interesul inginerilor, oamenilor
de stiinta in general si desigur al filosofilor pentru studiul sistemelor dinamice cu etapele oligatorii:
modelarea fizica, modelarea matematica, simularea numerica.

In etapa de modelare fizici (bazati pe legi fizice teoretice si experimentale, in general
neliniare) apar variabile de stare care sunt marimi de interes, dar cu unitafi de masura. Ele verifica
(in timp continuu) ecuatii diferentiale sau (in timp discret) relatii recursive.

In etapa de modelare matematicd variabilele de stare sunt normate la constante specifice
rezultdnd un model matematic cu variabile fara dimensiuni fizice ce pot fi introduse intr-un vector
numeric s (multi-dimensional) denumit generic vector de stare. Numai pe acest model se pot face
studii calitative privind existenta, unicitatea solutiilor sau comportamentul lor asimptotic eventual
haotic™*. Operatiunea de adimensionalizare este imperios necesard pentru ca utilizarea unor functii
matematice in calculator sa aiba sens (spre exemplu nu putem logaritma §i unitdatile de masura).

Studiul cantitativ este realizat in etapa de simulare numerica; pentru a evita numerele foarte
mari (sau foarte mici,) matematicianul mai poate introduce o normare suplimentara, arbitrara.

Intregul proces de modelare necesiti miloace complexe de caracterizare si reprezentare
(analogica, numerica, grafica, audio-vizuald) precum si de achizitie & prelucrare a unor semnale
multi-dimensionale. Actualele echipamentele electronice, optice si mecatronice asistate de
calculator pot realiza in buna masura previziunea doritad de inginerul proiectant, dar in nici un caz
modelarea nu poate imbunatati rezolutia initiald a achizitiei datelor fizice; poate insd sa filtreze
anumite date de interes si sa calculeze indicatori tehnici / economici sau de calitate / fiabilitate.

' Eufrosina Otlican, “Matematica si stiintele vietii - naturale si sociale”, Noema, 2015, p. 358.
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Daci ne referim la formula completi a seriei Taylor, pentru predictia pe termen lung 0 a
evolutiei temporale a unei stari s(t) = s(t+0):

2 3 k

St+0) =5+ Lo LIS 2 LdS 3, 1 s

I dt 2 ge? 3 4 k! gtk
constatdm ca trebuie sa calculam o functie analitica (serie de puteri !), in care avem adunari,
inmultiri si ridicari la puteri intregi, dar pentru a carei determinare avem nevoie de cunoasterea unui
set teoretic infinit de valori ale derivatelor la un moment dat t. Prin renormare, matematic
adecvata, se pot face rescalari astfel incat, cu |0 |<< 1, sd asiguram o convergentd rapida a seriei de
puteri de mai sus.

Nu este foarte clar ce rationament l-a determinat pe Newton sa se opreasca (in formularea
celei de a doua legi a dinamicii) la acceleratia pozitiei (nu si la acceleratii de ordin superior), deci in
cazul unei forte constante o ecuatie diferentialda de ordinul doi care necesita drept conditii initiale
doar pana la prima derivata (pozitia si viteza initiald). Derivatele de ordin superior impreuna si cu
alte neliniaritati par a fi incluse in expresia forfei. In formalismul Hamilton-Lagrange marimile de
stare dinamica sunt pozifiile si impulsurile generalizate.

In fapt starile unui sistem dinamic satisfac ecuatii difentiale de ordin superior dar, in teoria
generald a sistemelor dinamice, derivatele de ordin superior care intervin sunt redenumite drept
variabile de stare suplimentare redefinind astfel conceptul de stare dinamica s ca un vector
n-dimensional.

93+

3. Ecuatia de evolutie a unui sistem dinamic

Evolutia temporald a vectorului de stare S a unui sistem dinamic poate fi o functie
polivalentad, cu mai multe ramuri (proprii sistemului dinamic) ce constituie un alfabet al starilor si
pe care este definitd o distributie de probabilitati. Selectia unei ramuri corespunde unei evolutii
strict deterministe si se realizeaza prin certitudinea de conditie initiald asociata cu certitudinea
mentinerii pe ramurd. In cazul unei incertituni asupra conditiilor initiale avem o evolutie
determinista multipla cu start aleator. Daca se adauga si incertitudinea privind mentinerea pe ramura
avem o evolutie complet aleatoare (cu restart permanent aleator) stationarizabild sau nu, ergodica

sau nu, dar cu conditionari probabiliste (in lant de tip Markov).

Nota: conditionarea probabilistd de tip Markov exprima ideea cd sistemul a carui stare curentd o urmarim are
posibilitatea internd de a memora starea anterioara, iar daca structura sa internd este invariantd in timp el admite o
distributie stationara de probabilitati pe alfabetul starilor ce poate fi implementata constructiv chiar la momentul initial
ceea ce e face ca evolutia starii (care nu este staticd) sd o declaram stationarizata, iar daca medierea in timp ofera acelasi
rezultat ca si medierea statisticd (la un moment dat) pe un colectiv statistic de replici (clone) ale sistemului studiat,
spunem cd se manifesta proprietatea de ergodicitate. Desi ipoteza ergodicitatii este adoptata in multe situatii practice,
este de precizat ca majoritatea sistemelor naturale nu sunt ergodice si astfel in evolutia lor temporalad probabilista pot
produce mari surprize de comportament.

In toate cazurile vorbim de o determinare cauzald a vectorului de stare § la un moment dat,
drept efect al vectorului de stare sy de la momentul initial, cu referire la caracteristicile distributiei

de probabilitate pe alfabetul starilor (in particular cu referire la functia univalenta in cazul evolutiei
strict deterministe).
Referindu-ne la o evolutie a starii, strict determinista dar diferentiabila, dezvoltarea in serie

Taylor (cu rest de ordinul intai) s(t+0)—s(t) = [§(t) +O(5(1),0)]-0 unde lim @(s(t),0)=0 arata
6—0

ca posibilitatea predictiei cauzale s(t) = s(t+0) = §(t) -0, “din aproape in aproape” (60— 0),

revine la cunoasterea permanentd a vectorului viteza é(t) ca functie de vectorul de stare s(t)
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(implicat intr-o ecuatie diferentiala de ordinul intdi n raport cu timpul) §(t) = FE(§(t),Q(t)) prin
intermediul unui operator vectorial FE_, (s,q) , caracteristic sistemului dinamic, in general neliniar si

in structura cdruia avem: un parametru de control €, o comanda externa (t) si o conditie inifiala.
Astfel forma completd a sistemului dinamic este §(t) = 132(§(t),?](t)); S(tg) =5sp & q(tg) =qq iar
caracterul sau neliniar trebuie judecat in raport si cu conditia initiald. Dependenta explicita in raport

cu o comandd externa q(t) reprezinta caracterul neautonom al sistemului dinamic; Dinamica

cronometrului ar trebui identificatd cu aceea a comenzii externe dar, ingloband parametrii comenzii
externe in parametrul de control, uzual se considera q(t)=t si vorbim despre o dependenta
explicitd de timpul t.

Exprimarea matematica pentru principiul determinismului cauzal constd in aceea ca la
condl‘;u initiale date solutia este univoca. Astfel exista un operator fundamental de evolutie,

éso (d,qp) 1Incat solutia generala a sistemului dinamic este s(t)= U*s (q(t),qp)-sp cu

Ugﬁo (51('[0),(10):1. Operatorul de evolutie contine intreaga “informatie” privind dinamica
sistemului; precizarea starii initiale nu face decat sd adauge posibilitatea prezicerii starilor
ulterioare. Putem efectua, insa, studiul dinamicii vectorului de stare s(t) in jurul unei stari de
referlnta S, =s(t,) (stare ,blocata” - ,inghetatd”) la un moment de referintd t, (arbitrar !) unde

o =Aq(t,), iar s(t)—s, este deviatia starii curente fata de starea de referintd; operatorul vectorial
caracteristic se poate exprima (din punct de vedere matematic) sub forma

FE(§,F]):WE(§,(§,§OL,§OL)-(§—§a)+132(§a,qa) unde Wé(g,q,ga,qa) este un operator de nivel
superior (actiondnd asupra unui vector) care inglobeaza si caracterul neliniar al operatorului
vectorial caracteristic 13% (S,q) . Starea “inghetata” s, poate fi starea initiala S, =s(t,) sau o stare

(asimptotic) finald s, =s(t,, <o) sau una (numiti si de echilibru) stafionard Sy daci existi.
Aceasta din urma este deﬁnité in conditiile existentei comportamentului asimptotic:
« & lim S(t) =5(ty) =5, ; hm q(t) =q(ts) =g,

>ty

de ecuatia: F: (s*,q*) = hm Fﬁ(s(t) q(t)) = lim s :di lim s(t) = ds* =

t—t, dt ttoty

in forma matematicd completa a sistemului dinamic starea znz[zala (fireasca din punct de
vedere fizic si cauzal) poate fi inlocuita cu starea ,,inghetata”. Prin reprezentari tensoriale adecvate
studiul se poate relativiza deci astfel:

a) relativizare la o stare inifiala Sy, cauzal cunoscutd

F (3,9) = X(5,4,%,d0) - (5 — %) + Fz (50, o)

b) relativizare la o stare finala s,,, experimental cunoscutd

F(5,) = Y£(5,0,80,000) 5 = 5:0) + Fz (500.00) + o0 = Ug ¢ (d0) 50

b) relativizare la o stare de echilibru s,, specifica sistemului
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Fé(go(_j) = Aé(gaqog*ozh) ' (§ - §*) > Si = Ué’go (El*ﬁ(_jO) ’ §0
Aceasta este utild daca aproximam sistemul dinamic neliniar cu sistemul dinamic liniarizat
asociat ce se obtine (pentru deviatii mici fatd de echilibru) inlocuind operatorul neliniar

AE(§,51,§*,51*) cu cel diferential J E.(s 61)(5*’51*)’ care este liniar (matricea lui Jacobi - valoare
é 9

punctuald in situatia de echilibru).
Obs.: in cazul sistemului dinamic autonom dependenta de comanda externa q(t) fie nu

existd, fie daca nu este suprimatd avem dq(t)/dt =0 si putem ingloba valoarea constantd q in

parametrul de control E astfel ca nu mai avem dependentd explicitd de timpul t iar sistemului
dinamic are forma matematica mai simpla §(t) = F§Ut(§(t)) ;S(tg) =Sg cu starea stationara solutie

paut
g
autonom in format extins ingloband comanda externa intr-un sistem extins, parametrii de control ai
comenzii externe Intr-un parametru de control extins, deci cu pretul cresterii dimensiunii spatiului
starilor si redefinind starea in format extins &(t) =[s(t),q(t)]. Daca anterior eram in situatia

a ecuatiei (s+)=0. Un sistem dinamic neautonom se poate studia ca un sistem dinamic

q(t) =t atunci 6(t) =[s(t),t], dimensiunea starii creste doar cu o unitate iar ecuatia diferentiala a

sistemului dinamic se completeazi doar cu ecuatia dt/dt =1 si avem F2*'(5(t)) = [Fé(é(t)), 1].

g

4. Modele cu o singura specie

Pentru o singura specie de populatie, consideram o analiza pe model matematic de sistem
dinamic, unidimensional, autonom, in timp continuu. Unica variabild de stare a sistemului este
marimea populatiei p(t)=s(t) iar sistem dinamic este s=F(s);s(ty):=sy unde, eventual, starea
initiald se poate inlocui cu s, := lim s(t) daca experimental se mizeazd pe comportamentul

t—>00
asimptotic conform caruia existd o valoare stabild catre care tinde populatia dupa un timp
indelungat. Dacd avem in vedere sigeata timpului si principiul cauzalitdtii, domeniul de definitie
trebuie ales de forma [t,o0) unde momentul initial de timp t, corespunde cu “nasterea obiectivd a

sistemului” sau cu “nasterea subiectiva a observatorului”. Nu vom introduce o limitare superioara a
domeniului temporal de definitie desi practic, in lumina teoriei haosului determinist, nici un sistem
nu pare sa dureze o vesnicie; natura unei astfel de limitari este din punct de vedere practic legata de
conceptul probabilist al duratei de viata (reglementat prin “documente normative”) iar din punct de
vedere matematic este legata fie de analiza asimptotica fie de posibilitatea teoretica de a periodiza
matematic functiile cu suport temporal compact - singurele care exista cu adevarat in natura.
Deoarece timpul este masurat (pe baza unui fenomen periodic) de un ceasornic cu o viteza
unghiulard o, =d/dt specifica acului (secundar, minutar, orar, ...) vom utiliza, in locul variabilei

“timp” t, unghiul de faza temporala @ =, -t al ceasornicului. Faza inifiala este deci @, =, -t .
Viteza unghiulara a ceasului trebuie sa fie adecvata la sistemul dinamic 1n sensul ca se recomanda a
alege pentru ®_ o pulsatie proprie (caracteristica) sistemului; deci trebuie lucrat cu un ceas potrivit

(perioada ceasului trebuie sad fie o constantd de timp caracteristica fenomenelor din sistem).

Nota: conceptele de faza temporala si pulsatie temporald (derivatd din fazd) sunt standardizate si ar trebui
utilizate Tn orice Tmprejurare cand este vorba de a descrie o dinamica. Astfel se ajunge la inlocuirea variabilei timp cu
conceptul de faza temporala (unghi de fazd) deoarece are o semnificatie mult mai apropiatd de practicd atunci cand
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trebuie sa evidentiem fenomene ciclice chiar si sub aspect filosofic'®; in fizica cuantica notiunea de pulsatie temporala
face legatura directd cu conceptul de spectru energetic.

De principiu, pe intreg domeniul sdu de existentd, o variabila de stare s(t) nu poate fi
nemarginitd (din considerente fizice sau alte considerente) dect I A >0 astfel Incét
Vt>ty =]s(t) < A; putem efectua in codomeniu o translatie de pas A si o scalare de factor
1/2-A incat cu variabila de stare normati x(@):=[l+s(¢/w.)/A]/2 sistemul dinamic

(adimensional) este:
dx F(A-[2-x-1]) . 1 So
—=fx) ; x =Xg cu f(x):= 1Xx)= =—-|1+—
40 (x) 5 x(pg):=%¢ cu f(x) rAw, TR0 X(®) =7 { A

Daca x(¢)=x, €[0,1], V¢ = ¢, este o stare de echilibru atunci dx,/de =0 si deci f(x,)=0;

studiem starea x 1n vecinatatea starii x,. In dorinta de a efectua calcule pur algebrice adoptam

......

f(X)=f(Xy)+a, - (X—Xy)+8y - (X—=X,)> +..=a;-Z+8, 2% +... Z=X—X,

Analiticitatea (aproximarea cu un sir de polinoame) este o ipoteza ce trebuie acceptatd cu mare
atentie privind compatibilitatea sensului practic cu sensul teoretic (matematic), in modelarea cu
sisteme dinamice a fenomenelor, deoarece este o limitare a modelului. Polinoamele sunt functii
algebrice (bazate doar pe adunare, adunare repetatd = inmultire, inmultire repetatd = ridicare la
putere - ceea ce este bine pentru calculator) insa este posibil ca fenomenul studiat sa aiba o
importantd determinare calitativa de tip transcendent (exponentiere, logaritmare etc).

Ecuatia diferentiala a sistemului dinamic devine dz/dp=a;-z+a, -z% +... iarin aproximatia
de primul ordin (deviatii mici fata de starea de echilibru si a; # 0; fard a restrange generalitatea
putem considera |a1 |= 1) avem dz/de =+z sau in varianta temporala dz/dt= *w,-z. Cand
viteza de variatie a deviatiei unei marimi fatd de o valoare de echilibru este proportionala cu
marimea deviatiei respective avem chiar ipoteza de bazd din termodinamica liniard a proceselor
ireversibile, in care un “flux termodinamic” este in primd aproximatie (pentru stari apropiate de
echilibru) proportional cu o “forta termodinamica’.

Coeficientul de proportionalitate trebuie sa aiba semnificatia unei viteze unghiulare (pulsatie
temporald) inclusiv sub aspect dimensional[w.]=rad/s. O justificare interesanta a acestei idei o
avem In mecanica referitor la aspectul pur cinematic al miscarii (premergitor dinamicii lui
Newton). La miscarea circulara uniforma (care ofera chiar un model de ceasornic) variabila de stare
este pozitia T iar viteza sa de variatie are expresia cunoscuta Vv=dr/dt=wxTt unde ® este viteza
unghiulara. Deoarece V=v-T unde T este versorul tangent la traiectorie, iar @ este astfel incat

(t,7,®) formeaza un triedru orthogonal, avem ca: starea de echilibru (cu viteza nuld) este T, = 0 si

atunci t este chiar deviatia fata de starea de echilibru - proportionalitatea in discutie are un caracter
vectorial; v = -r unde daca triedrul ortogonal este dextrogir avem ® > 0 si rotatia se efectueaza
(dupa regula burghiului drept) in sens trigonometric progresiv (invers acelor de ceasornic) iar daca
triedrul ortogonal este levogir avem ® < 0 si rotatia se efectueaza (dupa regula burghiului stang) in
sens trigonometric regresiv (direct acelor de ceasornic).

Proportionalitatea din aproximatia de primul ordin dz/dt=zxwm -z scrisd sub forma

dz/z=*wm,-dt =*do interpreteazd variatia diferentiala relativa dz/z=d(In|z|) (increment

15 Vasile Conta, Teoria fatalismului - Teoria ondulatiei universale, lasi, Editura Junimea, 1995.
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logaritmic ) drept deviatie unghiulara diferentiala +do, In timp ce viteza unghiulara a
ceasornicului (pe care de o manierd generala o vom numi “pulsatie temporala”) este interpretabila
ca o viteza logaritmica denumita increment logaritmic sau decrement logaritmic temporal.

o, =t dln(ﬂz b
4.1 Modelul lui Malthus
Dinamica populatiei in acest model este descrisa de o pulsatie constanta: dIn[p(t)]/dt = oy
(09 >0 increment; ®, <0 decrement) astfel incat ecuatia diferentiala a sistemului dinamic
(autonom si liniar) este: dp/dt = -p, deci viteza de “crestere” a populatiei este proportionald cu
populatia de la momentul curent. Integrarea duce imediat la o solutie exponentiala:

p(t) = p(to)-ewo'(t_t()). Daci incercim o verificare experimentald'®, pornind de la anul 1961 cu o

statistica de 2-% crestere anuala avem p(t) = 3.06-107 - %02 (198D iy intervalul te [1700,1961]

solutia concorda surprinzator! Populatia s-a dublat la fiecare 35 de ani si ar trebui sa avem: in anul
2510 - 200000 miliarde locuitori; in anul 2670 - 3 600 000 miliarde locuitori.

Legea se verifica pentru un numar moderat de indivizi si la alte specii. Legea nu se verifica
pentru un numar mare de indivizi, deoarece nu se ia in consideratie faptul ca membrii speciei intra
in conflicte de interese privind spatiul sau resursele, ceea ce introduce neliniaritate in sistemul
dinamic.

4.2 Corectii la Modelul lui Malthus

Corectiile analitice si de neliniaritate constau in aceea cad dinamica populatiei este
comandata extern prin doi “coeficienti vitali” astfel:
- pulsatie temporala o(t) ajustabild [ o(t) > 0 - increment; w(t) <0 - decrement],
- pondere de neliniaritate 5(t) # 0 pentru o neliniaritate de exponent o # 1,

incat dinamica populatiei p este descrisa de ecuatia: %ln[p(t)]:oo(t)—S(t)-[p(t)]a_l; t>t.

Sistemul dinamic este neliniar si neautonom cu ecuatia (de tip Bernoulli) % =o(t)-p—58(t)-p*

care se integreazd dupd cum urmeaza:

(PO =190 bty (a1 560 @D e |1 (1) = fore)-ae
to to
Cazul a#1 trebuie exclus ca fiind trivial, iar prin corectia de neliniaritate cu §>0<a se ia in
consideratie posibilitatea unei componente de scadere a vitezei de crestere dp/dt pe masurd ce
populatia p creste. S-a introdus si un caracter posibil neautonom prin intermediul coeficientilor
vitali dependenti de timp deoarece chiar si in aceasta situatie exista solutie analitica.

4.2.1 Modelul Verhulst - Curba logistica
Acest model este caz particular al modelului precedent cu exponent de neliniaritate o. =2,
“coeficientii vitali” constanti o(t):=0, & 0#9J,=:0(t), astfel cd dinamica populatiei are o

' WEB, Total Population of the World by Decade, 1950-2050 (historical and projected)
https://www.infoplease.com/world/population-statistics/total-population-world-decade-1950-2050
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TR 5 o . d
variatie, liniar-descrescitoare cu p, a vitezei logaritmice: d—ln[p(t)]=m0—60~p(t); t>t.
t
Sistemul dinamic este autonom si neliniar, cu ecuatia diferentiald (de tip Bernoulli)
dp/dt:o)()-p—éio-p2 si condifia inifiala p(ty):=p,. Justificarea statisticd (de crestere a
populatiei p intr-un mediu limitat !) consta in aceea ca numarul de conflicte (intre cate doi membri

) este proportional cu produsul p-p = p2 .

x ~ @ . . .
Valoarea stationara nenula, pentru care dp =0, este p,:= &, P O ar integrarea si
interpretarea (facilitatd de variabile natural normate) se efectueaza astfel:
. . t *
e populatia normata (adimensionald): x = x(t) = &; Xg =x(ty) = Po ;X = P 4
* * P
e faza temporala (timpul normat): @(t) =g -(t—tg); @9 =0(tg) =0; do =, -dt
dx .
. dp =my-p- -2 , — = -x-(l—x) ; pentru 0# x(t) #1 se integreaza astfel:
dt px ) dt
f— _1 . 1 f—
d_X:X.(l_X), i1n|1_l :_d_(P, 1 x1 ) s1gn(x1 H __
do dx X dx (1-xq )-sign(xy —1)

Tranzitul populatiei (normate) x prin valorile 0 sau 1 trebuie interzise deoarece viteza dp/dt ar fi
nuld; excludem deci anumite schimbari de semn cu sign(x) =sign(x) & sign(x —1) =sign(x, —1)
1-x, !

-1°

astfel ca solutia ¢ =1In ca functie inversa, este de tip logaritmic (logistic - termenul nu are

I-x
legaturd cu termenul militar logistica');
12

X
X(9,X¢) = m
#(p,099)
z(p,0.9)

x(w.08) gg
2@, 0.7

x(p,0.6) 06
B(p,0.5) oo b L ---------------------------------------------- 0.5
x(e.04] 04 ;
2, 03)

2@, 02) 02

2, 0.1)

(e, 001 0

' WEB, Logistic function, https://en.wikipedia.org/wiki/Logistic_function
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X0

ca functie directa x(¢) solutia este x = ;_ cuc= xal —1.Forma x = —
l+c-¢7? Xo+(1-x¢)-e7®

este verificatd si de cazurile triviale Xy =0 & x( =1, cu reprezentdri ca in figura anterioara.
X0

xg +(1-xg)-

Ca functie de timpul t sicu ty := 0 comportarea solutiei x(t) = m— pentru diverse
e

xit) @y= 0.0

[ T e T e |
[ T e Y e |

1
5
.6
1
2

]
b

20

']

|
[ R

[ I |

T
=
[ ]

Lo I e B -

[}
o]

[5 3
[kl
=
=

2 4 & 8 1of zZ 4 & & 10 7 4

Curbele prezinta inflexiune la x| =x(¢1)=1/2 pentru ¢y =@, + ln[ﬁ— IJ = ln[L— IJ
X0 X0

) 1 .. . ..
respectiv ty:=t, +—-ln[p—*— lj; pentru t<t; variafia este rapida, pentru t>t; variafia este
Mg Po

lenta. Pentru o >0 populatia creste de la valoarea initiald pana se stabilizeaza asimptotic citre o
valoare maxima (cresterea este mai rapida pentru valori pozitive mari ale pulsatiei ®); pentru
o9 <0 populatia scade de la valoarea initiald pand se stabilizeazd asimptotic catre extinctie
(scaderea este mai rapida pentru valori puternic negative ale pulsatiei ®( ); modelul surprinde
matematic si cazul populatiei constante (la valoarea initiald) pentru care my =0.

Curba logistica exprimd, indeosebi, procese si fenomene economice de lunga durata a caror
crestere (exista populatie, exista si natalitate) se stinge sau se autofraneaza (exista populatie, exista
si mortalitate, chiar §i In cazul izolat de mediul exterior din cauza conflictelor interne) pe masura ce
se apropie de o anumita limitd. “Treptat, curba logistica si-a pierdut din actualitate, iar incercarile
de a gasi legi de crestere a populatiei sunt astazi repudiate. Totusi, curba logistica este folosita
astazi pentru proiectari demografice pe termen lung. Este utila in special in cazurile in care o
populatie tinde spre o stare particulard, aceea a unei populafii stationare. In schimb, curba
logistica are un vast camp de aplicare in econometrie, in studiul cererii de bunuri de folosinta
indelungatd, in teoria proceselor de aprovizionare, amortizari, inlocuiri etc.” '*

. . 1 ) )

Functia logisticd standard L (¢)= —, @ aspect sigmoidal (S alungit) poate fi
l+c-e

utilizata si in modelarea altor fenomene decat evolutia unei populatii biologice, dar cu semnificatii

' Vladimir Trebici, Mica enciclopedie de demografie, p 308.
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analoge (deci bio-inspirate). Prin rescalarea si deplasarea argumentului ea poate aproxima foarte
bine functia rampa, functia treapta (Heaviside), cicluri de histerezis, fenomene de bistabilitate,
populatii de electroni pe nivele energetice, etc. Conditia initiald supraunitard necesitd Inca
interpretari.

“1 = N
functia logistica ! 1 Xg=2 G=Xg' -1 6=05 in(-o7!) =-0.693

£(9,0) «

1+0¢

: 08 4 o) 0
09 £(0,0.1)
0.7
0.8 L(5-9.1) 2

£(2-9,1)
£9.01) 6 - 05

1 )
L(e,1) 05 Luw ) 04 i@ )0

L(qy.w)04
- 03
02

gil £(0,10) 0.1 4

0, 0
109 87 6-5432-10123456 78 910 108 6 4 2 0 2 4 6 8 10 2 -Ls 1 0.5 0 05 1
@ o @

In teoria probabilitatilor si statistica, distributia logistica este o distributie continud de
probabilitate. Functia sa repartitie (de distributie cumulativd) este functia logisticd care apare in
regresia logistica si in retele neuronale. Aceasta seamana cu distributia normala, dar are cozi mai

grele (aplatisare mai mare)'’
Urmatoarele observatii sunt importante:

O1) Daca pentru Terra (Verhulst / SUA)*® consideram: 0y =29- 1072 -rad/s = 915-10° - loc/an ;
89 =2941-107" - (rad /s)/loc 2 93/10% -loc-an; p,=9.9-10°-loc, deci populatia actuald de

7.5-10° -loc (in anul 2019) a atins nivelul de 70-% - p, $i urmeaza saturatia daca nu intervin alte
modele mai realiste (care sa ia in consideratiune si alti parametri).

02) Curba logistica este totusi contrazisd de experienta statisticd; se confirmad pe o populatie
numeroasa, dar nu se confirma pe populatii mici si dense (ex: Belgia!).

03) In cazul unei populatii suficient de numeroasa, aceasta oscileaza; datoritd unor epidemii, apare
“mortalitatea”... apoi iar “natalitatea”.

04) Coeficientii “vitali” sunt cvazi-constanti doar pe portiuni de timp si trebuie recalculati atunci
cand previziunile modelului se abat cu prea multe procente de la datele experimentale reale sau
atunci cand evaluarile lor la nivel de tara sau continent prezinta o dispersie prea mare datorita unor
cauze geopolitice.

4.2.2 Modelul Volterra
Se ia 1n consideratie “ereditatea’ sub forma de ecuatie integro-diferentiala:

t
S np(t)] = @ 5o -p(o) + JH()-p(0)d's pl0 20
unde k(t,t") este un “nucleu” de integrare a ereditafii; se considera deci un termen suplimentar ca o
superpozitie liniara continud, ponderatd de “nucleu”, a tuturor valorilor (populatiei) anterioare
momentului curent t (dar nu mai devreme de momentul initial ty, considerand ca ce a fost anterior
acestuia este deja incorporat in conditia initiala a problemei). Un caz particular este nucleul de
integrare “time-invariant” (functie doar de durata t'-t) k(t,t")=k;,,(t'—t) considerand deci ca
ereditatea se manifesta la fel indiferent de originea pe axa timpului fiind caracteristica speciei in

' WEB, Logistic distribution, https://en.wikipedia.org/wiki/Logistic_distribution
%% Nicolas Bacaér, A Short History of Mathematical Population Dynamics, London, Springer, 2011.
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orice epocd; o ipoteza grosierd comoda pentru calcule numerice este nucleul constant k; ., (t'—t) =k

1 d

considerand ca nivelele populatiei de la momentele anterioare au aceeasi influenta ereditard. Avem
in acest ultim caz:

t 2
p(t) dt p(t) =y =8¢ -p(t)+k- [p(t')-dt' respectiv d

2

p_(dp 2 dp 3
RPN M —On - — 4+ k-

o Pae (dtj 0P g TP
Cu conditiile initiale p(ty) =po #0, p'(0) =pg (g — 06 -Ppg), adimensionalizarea x =p/p, =0,

e=0y-(t—tg), A=k/my-0y, px=0my/0y avem o ecuatie diferentiald de ordinul 2 - neliniara:
d%x (dx
X —F=

P 3 Po dx(¢)
7= | —X +A-x7; x(0)=xg=—"#0; ———
do de

=x'(0) =g -xq-(1-Xg)
P do @:=0
care nu se integreaza analitic, ci numeric ! Este echivalentd cu sistemul de ecuatii diferentiale de
ordinul intai: dx/dep=y ; x-dy/do = y2 —x? 0% ; X(0)=x¢ ; y(0)=yp=x"(0). Cu vectorul

de stare dinamica [ x y]#[0 0] avem sistemul dinamic bidimensional, neliniar si autonom:

0 1 2 0
VS b 2 SEHE )
doly G(X,y,9,1) -X+y /X+A-X -1 0] |y X 1

in care atat neliniaritatea cat si ereditatea apar doar in linia de jos a operatorului matriceal unde
intervin simultan atat populatia normata x cat si viteza sa de variatie y precum si parametrul de
control ereditar normat A .

02 01
005
¥ 0
-0.05
-0.1 '
o003 01 015 02
e
W= 50=0,01 p, =100 3 =01
P =0 X =01 Y =0.09 k =0.001

Starea stationara este [ X, V. |#[0 0], solutie a ecuatiei:
{ y*

0 | Xy 1/A 0
) )= deci: #

si exprima valoarea X, =1/A catre care se stabilizeaza (cu viteza de variatie nula y, = 0) populatia
(normatd) x, ca fiind inversul parametrului de control ereditar normat A. Cu valorile initiale
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[ Xin VYin 1] si populatia stationard p. =m(/J( sistemul dinamic se poate solutiona numeric in
mediul software MathCAD, rezultand atat diagrame temporale normate x(¢) respectiv y(¢) cat si
diagrama 1n spatiul starilor [ X y ]; in exemplul cu datele din figura, populatia normatad x creste
de la valoarea initiala x;, atinge un maxim X); $i apoi tinde spre anulare (extinctie) ceea ce denota
cd desi avem ereditate, conflictele interne cu ponderea §) domina situatia; modelul permite testarea
diverselor alte situatii.

5. Modele cu doua specii

Cele mai interesante dinamici din lumea biologica decurg din luarea in consideratie a
interactiunilor dintre specii.

5.1 Modelul Lotka-Volterra

Un prim model care descrie dinamica sistemelor biologice in care interactioneazd doar doua
specii (intr-un ecosistem), praddtorul si prada, a fost propus” in 1925 de citre Alfred Lotka si, in
1926, de Vito Volterra. El st la baza multor modele privind dinamica populatiilor in ecologie. Spre
deosebire de modelele ,,Malthus” si ,,Logistic”’, modelul Lotka-Volterra se bazeaza pe un sistem de
ecuatii diferentiale ordinare.

5.2 Modelul Prada - Pradator (integro — diferential)

Pentru cazul a doud specii in competitie vom considera deci modelul prada - pradator
(devorati / devoranti, pesti / rechini) care descrie evolutia populatiilor p; si p, ale celor doua

specii avand: pulsatiile proprii mg; si respectiv g, , conflictele fiecarei specii, vizavi de cealalta,
proportionale cu produsele p;-p, & p;-p; (egale cu cardinalul produsului cartezian) dar cu
ponderile specifice gy, si respectiv dpp; precum si ereditatea fiecdrei specii ce se manifesta

incrucisat la cealatd specie cu nucleele specifice de integrare a ereditatii ki, si respectiv k.
Sistemul dinamic asociat (bidimensional, autonom si neliniar) este integro-diferential:

t
%pl(t) = g1 - P1(t) =812 - P1(t) - pa(t) +pr(t) - [kyp(t,t')-pp(t')-dt’
to

d t .
3 P2(0 =02 - P1() =021 - P2(1) - P1 (D) +p2(0): [kap(t,t') - py(t')-dt
to

Balanta competitiei intre cele doua specii este caracterizata astfel:
e La populatii mici (p; = 0 < p,) (cand se pot neglija termenii ce contin produse — conflictele i
ereditatea) avem tendinte contrare de evolutie exprimate prin valoarea negativa a produsului
pulsatiilor proprii: ®(;-®y, <0 (o specie creste pe seama scdderii celeilalte).
e Conflictele, proportionale cu produsul p; -p, (cardinalul produsului cartezian), descurajeaza o
specie in crestere incurajand cresterea celeleilalte specii deci: @0 <0 & ®gy 0912 <0; In
cazul nucleelor “time-invariant™: k(t,t') =k, (t'—t) si k,(t,t") = ky;,, (t'—t) se impun In mod
firesc notatiile:

2 WEB, Lotka—Volterra equations, https://en.wikipedia.org/wiki/Lotka%E2%80%93 Volterra_equations
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y= PO iy P20

p*l s p*z - ) X(t
5012 8021 Px1 Ps2
] 1 8
k1o (t,t') - psp = T72(t,t"), 8912 Px2 :—6012 - Mo = ©)12
021
0
Koy (6,t') pag = I51(t,1"), Op21 Pu =_6021 ®p1 = Op]
012

Unde se evidentiazd populatiile staionare p.j&p«y, populatiile normate x(t) & y(t), impactul

incrucisat al ereditdtii prin nucleele de integrare k;, & ky; (rescalate la I7, & I%;), pulsatiile de
interactiune gjp & ®py;. Cu vectorul de stare [ x y ] sistemul dinamic integro-diferential in
varianta complet normata este definit de:

d t ' 1 '
EXZ(DOI-X—(DOIZ-X-}/+X- [T (4, - y(t') - dt
to

t

d \
Y " @02 Y@1Y XY [T (6t -x(t') - dt
to

iar balanta competitiei (cu ceeasi semnificatie prezentatd mai sus) se exprima prin conditiile:
0oy <0, @gp-®pp <0, ®pp-wgpp <0

5.3 Modelul Prada - Pradator (diferential)

In cazul “fara ereditate” (I}, =I»; =0), sistemul dinamic (bidimensional, autonom si
neliniar) este doar diferential:

{dx/dt = M) X — 012 X"y d {x} {wm 0 } {x} {(0012}
sau — = . -X-y:
dy/dt = wpp -y —®gp1 -y - X dt|y 0 oy |y o2
si exprima pentru fiecare specie (data fiind lipsa ereditatii) doar tendintele proprii de crestere liniara
(prin pulsatiile proprii my; & ) ), contracarate neliniar de conflictele dintre specii (prin pulsatiile
de interactiune myp & Mgy ).
Sistemul liniarizat (in care se neglijeazd termenii produs x -y ) are valorile proprii ®,; i

o, reale si de semne contrare, iar sistemul neliniar nu este integrabil analitic ci doar numeric si are

in spatiul starilor [ x y ] orbite inchise (cele doud populatii evolueaza ciclic). Astfel eliminand
parametrul timp si facand schimbari de variabile, calculam:

dy _ ©p - y-0p;y-X dlIn(y)] _ @gy =@ -x u=In(x)

dx o X—wgp X"y d[In(x)]  ®g —®g;2-y V=In(y)

dv _ og — gy -e” (wg; =1z -€")-dv = (09, —®gy; -€")-du

du @y — g, -e” d(og; -V —p1p -e") —d(mgy -u—mg;-e")=0

(091 -V =0g1p-€") = (0gy -u =gy -€") =In(C); C>0  y™ exp(~wpy-y) _

In(y®01) —In(x 2 ) + 0gy; - X — 0y, -y = In(C) T x©02 exp(-0gy - X)
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ceea ce reprezinti o curbd inchisi (ciclu !). In notatii uzuale wy =A, @y, =B, wg =—C,
®gp; =—-D, A,B,C,D>0 sistemul este dx/dt=A-x-B-x-y; dy/dt=-C-y+D-y-x cu

solutia x© -y .exp(-D-x — B-y) =K . Interpretarea poate fi: A = coeficient de reproducere libera

a pestilor care nu au nevoie de rechini, B = coeficient de mortalitate a pestilor pradati de rechini,
C = coeficient de mortalitate libera a rechinilor care au nevoie de pesti, D= coeficient de
reproducere a rechinilor pradatori de pesti.

(ABCD)=(1513 5) (tin Sin Yin)=(0 3 5)

1]
=
o

(ABCD)=(1513 5) {tin Tin Vin) =(0 3 5) 0 10 20 30 40 x

Dupa cum se observa si din figura, extinctia totala a unei specii nu are loc, cele doua
populatii cicleaza (temporal periodic) iar 1n spatiul starilor [ X y ] avem in functie si de conditiile
initiale curbe inchise (evolutiii ciclice).

6. Modele cu trei specii

6.1 Modelul Kermack - McKendrick

Teoria Kermack-McKendrick™ face o ipotezd care prezice distributia in timp a cazurilor
unei boli infectioase transmisd intr-o populatie partitionatd in: S susceptibild, I infectatd, R
recuperatd. Trasdtura importantd este cd a fost un model in care nivelul infectiei a afectat ratele de
transmisie si recuperare. Sistemul dinamic este 3D, autonom si neliniar:

22'W. 0. Kermack and A. G. McKendrick, “A contribution to the mathematical theory of epidemics”, Proceedings of
the Royal Society of London. A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences, volume 115 (772), 1927, pp. 700-
721.
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S —B-S-1I 0 1
% I|=(B-S-I-y-I|==y:| | |- I-B:|-1|-S-1I
R v-1 -1 0
unde B este un coeficient de infectare iar y este un coeficient de recuperare; pentru un coeficient
de infectare > 1, coeficientul de recuperare y se manifesta ca in cele doua figuri:

(B y)y=(2 01) B vy=(21)

1 1

0.8 0.8

086 __ 06

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 z 3 4 5 6 7
t t

ilustrand In primul caz, o evolutie in care infectia creste puternic pana la o valoare maxima dupa
care scade totusi datoritd recuperarii care creste modest — de aceea populatia susceptibila merge la
extinctie, iar in al doilea caz 1n care recuperarea este mai puternicd, infectia atinge un nivel maxim
mai mic — de aceea populatia susceptibila nu merge la extinctie.

7. Concluzii, observatii si probleme de analizat

e Au fost prezentate unele modele abstracte de sisteme dinamice 1D, 2D, 3D privind evolutia unor
populatii, cu o terminologie adecvata unei standardizari si analizate unele interpretari calitative sau
extinderi de model. Nu s-a luat In consideratie descrierea interactiunii cu mediul sau alte modele
mai complicate. Simuldrile numerice au fost efectuate in mediul “software” MathCAD.

e In modelarea matematici cu sistem dinamic, normarea (adimensionalizarea) joaci un rol
important in solutionare si interpretare, dar si in solutionarea numericd. Existd un mod natural de a
efectua aceasta operatiune (de exemplu, timpul trebuie inlocuit cu o variabilda unghiulard). Trebuie
populatie.

¢ Sistemele dinamice prezentate au caracter algebric in partea lor operatoriala. Legitétile biofizice
pot impune modeldrii, iIn mod natural, un caracter nealgebric (transcendent), dar simularea numerica
se bazeaza tot pe calcule algebrice.

e Modelul Malthus nu este realist deoarece nu se satureaza. Modelul lui Malthus este conceput pe
sistem dinamic unidimensional si poate fi corectat cu ajutorul unor coeficienti vitali (ce semnifica
tendinta proprie de crestere dar si tendinta de autofranare datorita conflictelor interne); se poate
integra analitic, ceea ce permite modelarea evolutiei unei populatii ca sistem dinamic neautonom —
controlat extern de coeficienti vitali variabili in timp. Faptul cd exponentul o in modelul Ilui
Malthus corectat poate fi fractionar trebuie conciliat cu existenta unei unitati fizice de masura
pentru populatia p (milioane de locuitori).

e Ipoteza (de natura statisticd) care particularizeaza modelul lui Malthus - corectat la modelul

Verhulst - Curba logistica este aceea cd numarul de conflicte (intre cdte doi membri!) este
proportional cu patratul populatiei.
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o In modelul Verhulst - Curba logisticd timpul este continuu. In timp discretizat, poate apirea o
mare varietate de comportament specificd scenariilor de tip haos determinist, ceea ce subliniaza
faptul ca a avea solutii stabile sau haotice nu implica in mod necesar ca fenomenul descris de
sistemul dinamic se comporta in mod similar.

e Modelul Volterra ia in consideratie ereditatea prin intermediul unui nucleu de integrare. Nucleul
de integrare poate fi “time-invariant”, considerand deci ca ereditatea se manifesta la fel indiferent
de originea pe axa timpului, fiind caracteristicd speciei in orice epoca.

e Desi modelul Volterra este pentru o singura specie, necesita doua conditii initiale deoarece are la
baza o ecuatie integro-diferentiald convertitd in ecuatie diferentiald de ordinul doi, iar sistemul
dinamic asociat (neliniar si autonom) este bidimensional. In cazul unui nucleu de integrare a
ereditatii constant, se considerda ca nivelele populatiei de la momentele anterioare au aceeasi
influenta ereditara.

e Modelul Lotka-Volterra este o extindere a modelului Volterra la cazul a doud specii. Sistemul
dinamic este bidimensional, neliniar si neautonom. Balanta competitiei se exprima prin semnele
coeficientilor vitali, in sensul cd in aproximatia liniard (populatii mici) se manifestd tendinte
contrare de evolutie exprimate prin valoarea negativd ®(; -®, <0 a produsului pulsatiilor proprii

(o specie creste pe seama scaderii celeilalte), iar prin luarea in considerare si a termenilor neliniari
(conflictele intre cele doud specii, proportionale cu cardinalul produsului cartezian) se descurajeaza

o specie in crestere incurajand cresterea celeleilalte specii: ® ;-8 gy <0 & @y 012 <O0.

e Sistemul dinamic Lotka-Volterra in cazul fara ereditate este bidimensional, neliniar si chiar in
cazul mai simplu autonom nu se poate integra analitic cu solutii temporale explicite, ci doar analitic
cu solutie ca functie implicita; practic este solutionat doar numeric cu portret in spatiul starilor.
Extinctia totald a unei specii nu are loc, cele doud populatii cicleaza (temporal periodic) iar in
spatiul starilor, in functie si de conditiile initiale, traiectoriile sunt curbe inchise, ceea ce exprima
evolutia ciclica.
e Modelul epidemiologic Kermack - McKendrick este un sistem dinamic tridimensional, neliniar
si, in prima sa formulare, autonom (cu coeficienti constanti). Portretele n spatiul starilor sunt mai
dificil de reprezentat, dar prin solutionare numericd se pot studia influentele coeficientilor
epidemiologici.
e In ceea ce priveste ideea cd modelarea matematica (fie chiar si cu sisteme dinamice) poate duce
la “dezvoltarea biologiei ca stiinta” poate fi partial acceptatd numai daca: a) includem modelarea
bio-matematica in stiinfa numitd biologie-format extins, deci adoptand un punct de vedere
interdisciplinar - integrativ si renuntdnd la conceptia cum cd “matematica este ceea ce fac
matematicienii” iar “biologia este ceea ce fac biologii”. b) recunoastem incidenta a ceea ce se
numeste “Lema Prelucrérii Datelor” din teoria informatiei®.

Astfel putem privi drept surse de informatie: X = realitatea fizica (biologicd), Y = cercetatorul
specialist In biologie, Z = cercetdtorul specialist in bio-matematica si conectarea (conditionarea !)
lor intr-un lant (Markov) cu doud canale de comunicatie Py|x (instumentafia tehnica de mdsurare

biologica) si Pzyy (instumentafia tehnica de prelucrare hardware” & “software” specifica

Tehnologiei Informatiei) ca in figura.

3 A. T. Murgan, Principiile teoriei informatiei in ingineria informatiei §i a comunicatiilor, Bucuresti, Editura
Academiei Roméane, 1998.
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Py P,
YIX Y ZY

achizitie date prelucrare date

X Z

Marimea care caracterizeaza procesul de cunoastere stiintificd este “tramsinformatia”
I(X;Z) = (Z;X) (corect informatia mutuala !) pe canalul echivalent Pzx . Potrivit lemei invocate

(valabila in aproximatia “lant Markov de ordinul intai” - validatd si de practicd) avem:
I(X;Z)<min{I(X;Y),I(Y;Z)} si concluzia cad nu trebuie sda exageram cu importanta, organizarea
si finantarea canalului de comunicatie de prelucrare a datelor daca, asa cum se intampld in multe
situatii, canalul de achizitie a datelor este slab dotat. Desigur, nici invers.

e Limitarile de model evidentiate care afecteaza predictia (si au impus anumite extinderi de model)
confirma faptul ca niciodata realitatea nu este izomorfa cu un anume model.
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